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IX. 1

Définition 1 : Soit une famille d’espaces de Banach.. On d6fin
i 1 ;

/ 
,

B par : 
1 

,

B = ((f.) . , f. E il., il existe M tel que  M pour tout i6l).
i i i i 1

On pose

M etant un ultrafiltre non trivial sur I. &#x3E;

Soit

Par définition 1 ultraproduit des espaces (B.) .  suivant
1’ultrafiltre M est le quotient /UR.

TT /.. -, 20132013’20132013201320132013201320132013 : 7El Bi/91 est un espace de Banach.

Dômonstréition : Il est clair que (1) definit une semi-norme. estDémonstration : Il est clair que (1) définit une semi-norme. est

donc 

Soit une suite d’éléments tels que Il s n suffitl 1 l 1 2n

de montrer que la srie E converge dans A fix6, on peut
nE IN 
-t n

trouver (f) avec i 2n-1 pour tout i. (prendre
1 l 1 2n-

lorsquei i

Alors pour tout i, on pose converge vers

(gi) i Ei 1 puisque 1 modulo TL cqfd.

L’exemple d’ultraproduit qui suit nous sera util e. Soit B un Banach.

6J l ensemble des parties finies de 13; si P E 6J, soit Bp le sous-espace

de Banach de i3 engendrf par P ,
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1

Sur P, on considère un ultrafiltre M tel que pour tout P,

9L

Proposition 2 : Avec les notations ci-dessus, il existe une isom~trie

(canonique) B --4 1T .

D6monstration : Soit x E B Posons

L’application x - x est clairement une isom’trie. ’1

Définition 2 : Soit 0 une classe d’espaces de Banach,
a) É5 est dite stable par sous-espace si B E É5 et C sous-espace de B

implique 
est dite stable par isométrie si B est un Banach tel qu’il existe

C et une isom6trie de B sur C alors (3. ~

c) 0 est dite stable par ultraproduit, si étant une famille

quelconque d’éléments de e, E É5, pour tout ultrafiltre 9J." 

’&#x3E; " ° 

iEI 1

Exemple de classes stables par sous-espace, isomitrie, ultraproduit«
1- a = (sous-espace de n fixéj (trivial)

, 

" 
&#x3E; ;

2- É5 = celasse L2 des espaces de Hilbert) 
:

3- Soit B un Banach, (3 = des ultrapuissances de B~ (facile).

Théorème 3 : Soit (~ une classe d’espaces de Banach. Les conditions

suivantes sont équivalentes. "

1- e est stable par ultraproduit, sous-espace, isoin6trie

2- É5 est caractérisée par un ensemble r de conditions du type.

_?0
où C est un c8ne ferm0 de It .

n 
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La condition 2 signifie que É5 est la seule classe telle que pour tout
f

n-uplet ( x 1 ’ . x ) d’éléments de Il toutes les conditions F sont
1 n 

’ ’ 

’ ’ "

..
vraies. 

°

est trivial. "

Pour montrer que 1 -* 2, considérons l’ensemble r’ des conditions satisfaites

pour tout B du type suivant :

oû b, i, j,k E Il; (r peut être vide, par exemple si É5 est la classe 

des sous-espaces et, V signifie la disjonction
Soit C un Banach vérifiant T’ . Soit P _~ " ~.a, r~ ~ une partie finie de C.

11 existe alors un une partie finie a , ... , an de 11 
. 

1 n

que ,

effet s’il n’existait pas a. , . , ., ,a vérifiant (2), on aurait
i 11

Donc une des conditions de r’ elle serait vérifiée par C

ce qui est faux (faire x. 
i 

-= a., 1 1 i il)-
11

P = 0 1 ’ &#x3E; ’oc ni soit V le sous-espace de Banach entendre par

 _ _ .......-.-. - ... - _.........,...,......... ---r

-é rtemarque : 1° o u t e C par Ull &#x3E; ensetiibl(, d(, fornll11p 

où (a ). 11= 1 ,-,n est une matrice réelle , est stable par ultraproduii, sous-

J = ... m
espace et isometrie. .. Nous avons (; ho i. S l des matrices les plus 

possibles pour énoncer 1 e théorème.

.. C est-a--dire signifie que la formule 
, . 

f&#x3E;. 
-’ . 

t l t. l 1 . 

l f l 
1 : 1 

bvérifiée si et seulement si l’iiiie a 11 moins des formules il x . + x . + x 1- ; 1:’:;.. ,1 ,1 1 ijk’
est vérifiée. ..

,
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Il est facile de vérifier que la condition

implique que 11 application a. - ;. définit une isom6{rie linéaire (le

l’espace engendre par P sur VP*
Soit 91 un ultrafiltre sur l’ensemble P des parties finies de C tel que

pour tout Alors É É5, puisque C, est. stable par

ultraproduit. L’application de où oc p est définie

plus haut si a6P et al) = 0 si a. P est une iRom0triE!, puique linéaire

et que = lim 110, Il d’après la propriété étant
%

stable par, isométrie, et sous-espace, on il donc C 

Soit maintenant F 
il 

l’ensemble des points (b..k) 1---i,j,k-n de 
11 i j

apparaissant dans I". ,

Soit C 
il 

le 
l 
complémentaire de F .n , 

" n

C est un cône. Il suffit de montrer que C 
n 

est fermé. Soit (b tn jk
une n suite de ’ points de ’ Uri ’3 convergeant ver.,; (b ijk) . 

Pour tout m il existe un espace B E C5 et .. , tels que’ 

m i n m 

1 : t j  / 
’ ’/B ex j t 0, 1,, in i ’-n - 11

d’après la définition même de F ). Soit M un ultrafiltre sur N. non

trivial et B = 1 î 11 est dans É5 (stable par ultraproduit).
MEIN

Soit a. =, On a 
,1 1 m

donc la condition
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n est par B donc C . cqfd’ ’ ’ 

ijk n 

Définition 3 : Une classe (3 de Banach est dite stable par quotient si

pour tout ’n ~ OE, tout quotient B/R de 13 par sous-espace fermé R E C,.

Proposition 4 : Si É5 est une classe stable par ultraproduit, sous-espace

isoinétrie, QO la classe des quotients a les mêmes propriétés"

Démori-ztratioii : Il est facile de montrer que l’on a

1

(il i existe une isométrie canonique triviale entre les deux espaces). ®
Il est intéressant de remarquer qu’un ultraproduit de quotients (non
trivial) est toujours un quotient fort c’est-à-dire un quotient dans le-

quel ï 1 existe un élément de chaque classe d’équivalence ayant même norm

que sa classe). /
Définit ion 5 :

a) Deux espaces de Banach B et C sont dits À-isomorphes s’il existe un

isomorphisme T : : 11 - r tel que ( A ~ 1 ) .

1)) Yi 0 est une classe de Banach stable par isom("trie, on note (3. 1a

tpls qu’il existe B E Cj C et B étant 

: Si 6 est stable par sous-espace, ultraproduit, isométri(-’.

(. " a les mêmes propriptes et adinet donc une caracterisation par des

formules F. A. du type de celles introduites au théorème 3.
,

: Soit T. : : 13j - C. U 11 À - i S 0 ID 0 r phi SIn e pour tout iC-I.

Inapplication 
1

[ définie par 

est encore un .B-isomorphisme. Si É5 pour tout i E I, il en est de même

de d’ou 1 e résultat.
ici 1

D0finition G : Soit n et C cîeuy espaces de Banach. On appelle p-somme
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de B et C et l’ on note (B ? C) l ’espace B + C muni de la norme définies

par

Une classé £5 est dite stable par p-somme si implique 
; p

Théorème 6 : Les conditions suivantes sont équivalentes pour une classe

£5 d’espaces de Banach:

1- £5est stable par ultraproduit, p-somme , sous-espace, isométrie.

2- É5 est caractérisée par un ensemble (r) de conditions du type

Exemples 1
- La classe SLe des 1  p  - est stable

par ultraproduit, sous-espace, isométrie, p-somme., (nous donnerons

plus loin la démonstration). De plus c’est la plus petite classe

contenant IR et stable par ultraproduit. (Pour le vérifier on remarquera
que cette, classe £5 (R) doit contenir 1 P pour tout n E IN et que
,p n

L L (0, 1 dx] C 11 enfin que si £5 (B) est la,plus petite classe
p 

’ 

, nE p

contenant P. stable par p-somme É5 (L ((0,l),dx)) = L . Cette remarque
P P P

sera fréquemment utilisée par la suite. On d’duit de cette remarque que :

Proposition 7 :

a) La classe 8L p est caractérisée par toutes les formules du type (4)

qui sont vraies sur R.

b) De ma!niere générale la plus petite classe contenant un espace B et

stable par p-somme, isométrie,sous-espace et ul trapi:odui test caracréri-
see par les formules du type (4) vraies sur B. ,

- Les classes XSIP et QSLP satisfont aussi aux conditions du théorème 6.

Remarquons qu’à partir de la caract/riséàtioii de ces classes on peut

obtenir d’intéressants résultats concernants certaines classes d’opéra-
teurs p-sommant, p-intégraux ([2],[3]). La théorie d0velopple ici donne

une démonstration unitaire pour SLP, SLP, QSLP etc... et permet de re-
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trouver de manière naturelle les résultats de L 1

Démonstration du théorème 6 : On peut écrire l’ensemble r des formules

(3) caractérisant ~ sous la forme :

où CP est un cône de Rn a
n

Soit Dp l’e-nsemble des points du cône effectivement atteints, c’est-à-dirp
n

tels qu’il existe au moins n i C B avec 13 E C. et
1 TI 

’ 

,

Alors est un cône convexe, car si (Y r - - - 1 Yn - ) C C, avec C E 0,,. on a
n 

x. 1 + y. l ~ (C ? et

Soit 01- ) . les formes linéaires définissant tous les plans d’appuiSoit les formes lin6aires d’finissant tous les plans d’appuiijk a~A ° ’ ’ 

’ ’’

du cône convexe Dp,, (-1) équivaut donc ii l’ensemble des conditions
n ,

Le théorème suivant est un cas particulier d’un théorème générale dû a

Krivine. Son qui nous semble très grand, est de donner une dé-

monstration unique pour la caractérisatiun des classes QSLP,
XQSLP (et d’autres); mais surtout de donner un moyen mccanique simple

pour passer de la caractérisation de la classe SLP à celle des classes
voisines. Plus simple que les techniques "h base d’opérateurs" il montre

surtout que contrairement à certaines il n’y a pas une théorie

"aux isométries une théorie aux isomorphismes près,
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1

Théorème 8 : Soit E un ensemble, 0, une classe d’ espaces de Banach stable

par p-somme, isométrie, sous-espaces, ultraproduit. Soit A un ensemble

d’indices 
, 

et une application t
1

est l’ensemble des parties finies de E. Enfin à chaque élément

a E E on associe une variable x 0

a

Les conditions suivantes sont alors équivalentes
1- Il existe 9 : : E  (~, où C telle que

2- Pour toute formule du type
1 1

pour tout a E A) qui est vraie dans tout C 6 (3 (Xa est la varinble qui
Îf a Ba.B 

1 
011correspond a ai donc si ai - a,, xi et x. sont les mêmes variables) on

, 

1 1 J l J

Théorème 9 : La classe A SL9 est caractérisée par l’ensemble des condi-

tions du type

sont tels que la condition
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Démonstration : Pour que E E il faut et il suffit qu’il existe

: E ~ C telle que

car cette dernière condition implique la linéarité de (p.

Considérons alors les conditions du type

qui sont vraie sur Vu leur forme, il suffit de considérer ceI l es

qui sont v-raies sur 1R (elles constituent en effet le même ensemble de

formules d’après une remarque faite avant la proposition 7). Pour les

termes y + t’y + X on e, hr - 0: + a Il m =o, pour 1es termestermes (a 1:1 + a " + a,a) on a M = a3 ||, m =0, pour les termes
1 C) 3 et 1 ’2 3 a

d’où le théorème en, notant maintenant

l’ensemble

Théorème 1 (~ : 1,a classe K-QSLP est caractérisée par l’ensemble des
conditions du type 

--

un i= 1 .. , Yi sont Les matrices réelles telles que la condition
J 

y=1 ... n

soit vraie sur 11.
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Démonstration : : Soit X = 1. D’après la remarque faite plus haut, il

suffit de caractériser les quotients forts de SLP.
Soit E un Banach, c’est un quotient de SLP s’il existe ~,C tels que

avec i

Les conditions à étudier sont donc celles du type

qui sont vraies sur SLP; donc comme précédemment il suffit d’étudier

celles qui sont vraies sur R, d’où le résultat moyennant des modifica-

tions élémentaires et un changement de notations. On passe ensuite du

cas X = 1. au cas X quelconque par la même démonstration que celle du

théorème 9.

(Remarque : on vérifiera sans peine que si M 
(X 

n’intervient pas, c’est
; ce ,

à-dire peut-être pris arbitrairement grand, on peut supprimer le terme

correspondant à Ma dans le théorème 8.)
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