D. DACUNHA-CASTELLE
Ultraproduits d’espaces de Banach

Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique) (1971-1972), exp. n° 9, p. 1-
11.

<http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1971-1972 A9_0>

© Séminaire Equations aux dérivées partielles
(Ecole Polytechnique), 1971-1972, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Equations aux dérivées partielles (http://sedp.cedram.org)
implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1971-1972____A9_0
http://sedp.cedram.org
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ECOLE POLYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHEMATIQUES

17, RUE DESCARTES -
Téléphone :

SEMINATRE

Exposd¢ N-

MEDicis i1-77
{633)

IX

GOULAOUIC-SCHUWARTZ

ULTRAPRODUITS D!FSPACES_DE_BANACH

par D. DACUNHA-CASTELLE

"

8 Ddécembre

-1
o

1971






IX.1

Définition 1 : Soit (Bi)iEI une famille d'espaces de Banach. On définit

A
B par :

/ . . ‘ 3
B = {(fi)iEI’ fiEBi’ il existe M tel que HfiH < M pour tout i€I}.

On pose “(fi)iélu = 1;m I £, “, (1),

9] étant un ultrafiltre non trivial sur I.

Soit

Par définition 1 ultraproduit 1Ti€IBi/w des espaces (Bi)iGI suivant

mn
l'ultrafiltre ¥ est le quotient B/M.

Proposition ' : 7T
i€l

Bi/ﬂ est un espace de Banach.

~
Démonstration : Il est clair que (1) définit une semi-norme. B/N est

donc normdé.

. . n sy 2 | n 1 .
Soit une suite (fi)iET d'éléments tels que “(fi)iél | = ;;.Il suffit

A
de montrer que la série I (fp). converge dans B/. A fixdé, on peut
nEN ' 1€l n

1

— pour tout i. (prendre

trouver (g?) ~ (f?) (mod M) avec ”g?” <
2

1
n-1’
2

g? = f? lorsque Hf?“ <

L 1
g? =0 si Hf?“ > 2n—1)'

n
Alors pour tout i, on pose g, = z gz, giEBi et §(f?)iel converge vers
neN '

n n
. k k
(gi)iEI’ puisque }ij(gi)ier ~ ?(fi)iéT modulo M. cqfd.

L'exemple d'ultraproduit qui suit nous sera utile. Soit B un Banach.
> 1" ensemble des parties finies de B; si P € soit BP le sous-espace

de Banach de B engendr¢ par P
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Sur , on considere un ultrafiltre U tel que pour tout P,

{p',PepP, PDP} € 9.

Proposition 2 : Avec les notations ci-dessus, il existe une isoméirie

(canonique) B = [ B /9]
PeR P T

Démonstration : Soit x € B. Posons

3

= (xp) ou x, = x si x € B

Pep p P

Xp =0 sixfﬂp.

L'application x = % est clairement une isomdétrie.

Définition 2 : Soit C une classe d espaces de Banach,

a) C est dite stable par sous-espace si B € C et C sous-espace de B
implique C € C.

b) C est dite stable par isométrie si B est un Banach tel qu'il existe
C € C et une isométrie de B sur C alors B € C.

c) C est dite stable par ultraproduit, si (Ci)iEI étant une famille

quelconque d'éléments de C, IEIBi/m € C, pour tout ultrafiltre U.

Exemplie de classes stables par sous-espacc, isométrie, ultraproduit.

1- ¢ = {sous-espace de R", n fixé} (trivial)

¥

- 2]
{classe L~ des espaces de Hilbert)

2- C

9
3- Soit B un Banach, C = {BI/J des ultrapuissances de B} (facile).

Théoreme 3 : Soit C une classe d'espaces de Banach. Les conditions
suivantes sont équivalentes.
1- C est stable par ultraproduit, sous-espace, isométrie
2- C est caractérisdée par un ensemble ' de conditions du type.
< i < 3
¥x oL ¥x [(“xi + X, + ka, 1 i, k £n) € ¢ ]

n
3
oi C_ est un c8ne fermé de H .
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IX.3
1
La condition 2 signifie que C est la scule classe telle que pour tout

n-uplet (X1:~-Xn) d'¢éléments de B € C, toutes les conditions [' sont

. .
vrales.

Démonstration : 2 =1 esti trivial.

Pour montrer que 1 =2 considérons 1'ensemble I'' des conditions satisfaites
q

pour tout B € C du type suivant :

: : T L.
¥x L ¥x V{ Xy +oxy o+ x |l £ n 1 1=i.j,k, =n)

k ijk

ou b,i,j,k € M (F peut étre vide, par exemple si £ est la classe SLco
des sous-espaces de Lm), et V signifie la disjonction".

Soit C un Banach véraifiant I''. Soit P - {01'"'0n} une partie finie de C.

11 existe alors un espace B € C, une partie finie {&1,.. ’&n} de B telle

que

R i
(2) Jlo. + 2. + a |l =
i
I'n effet s'il n'existart pas {ai"”"an} vérifiant (2), on aurait

(3) ¥x,oo¥x ( V[in *oxg o+ x | £ “gl I 1t <i,j,k. = n)h

Donc (3) <erait une des conditions de I'' elle serait vérifide par €

ce qui est faux (faire X, o= vy 1 =1 = nj),

1’

P ={ a, - .an} stant fixé, soit VP le sous-espace de Banach engendre¢ par

(061’”'”01’11)~

Remarque : Toute classe C caractérisde par un ensemble de formules du type

¥x ... ¥x ( | = ad x.w. €
1 n . 1 71 )=1. .m m
1_':1
ou (a‘l)j_1 n est une matrice réelle , est stable par ultraprodurt, sous-

4 m
espace et isométrie. Nous avons choisi des matrices les plus ample-

possibles pour dénoncer le théorcme.

. 0 .. . .
C est-a-dire VHXi+xj+xk“7:bijk 151, j,k=n signifie que la formule o=t

' e s s . . X . |
verifice si et seulement si 1'vne au moins des formules lx.+x +x, =b
AR T R 1k

est viérifide.
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11 est facile de vérifier que la condition

= - -
la. + 0, + 0

i j k” y 1513) ksn

implique que 1" application a, = &i définit une isométrie linéaire de
1'espace engendr¢ par P sur VP'
Soit 9 un ultrafiltre sur 1'ensemhle P des parties finies de C tel que
pour tout P {P',P' D P}€d. Alors JTGP V,/% € C, puisque C est stable par
ultraproduit. L'application x~(aP)P€P de c~égbvp/m, ol &P est définie
plus haut si a€P et a, = 0 si 0 £ P esl une isométrie, puique linéaire

et que “(aP)PGOH = lam “&PH= ”a” d'apres la propriété de U C étant

stable par iscmétrie, et sous-espacec, on a donc C € C.
3

Soit maintenant Fn l'ensemble des points (bi' 1=i, j,kSn de r"

Jk)
apparaissant dans I''.

Soit C le complémentaire de r .

¢, est un cone. Il suffit de montrer que C = est fermé. Soit (b?jk)
une suite de points de Iﬂi convergeant vers (bijk)

Pour tout m € N, il existe un espace Bm € C et {a?,... a:}CBm tels que
3
m P . Yram n
= b, : s < 5 n -F
)le pour tout 1 $i,j,k <n (puisque (lek) €l 1

wam N O[m 4 oo
1o, . Ly |
1 l J i kl]

{
i

n

d'apres la définition méme de Fn). Soit ¥ un ultrafiltre sur N non

trivial et B = | Bm/ﬂ. B est dans C (stable par ultraproduit).
mEN

.. B m
Soit a, = (ai)meN On a

”o. + 0. + o H = lim H a™ o+ o o+ am“
i i J "k o i j "k
. m
: = lim b, |,
9 1jk
_ <i i
bjjk’ 1si,3,ksn,
donc la condition
| ¥x17""¥xn(\/[”xi + XJ + xk“ % b Jk]) 1Siaj7ksn)
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n est pas vérifide par B donc (bi'

1k) € C.- cqfd

[3

Définition 3 : Une classe C de Banach est dite stable par quotient si

pour tout B € C, tout quotient B/R de B par sous-espace fermé R € C.

Proposition 4 : 31 C est une classe stable par ultraproduit, sous-espace

isométrie, QC la classe des quotients a les mémes propriétés’

Démouztration : Tl est facile de montrer que l'on a

TT / — m S Tr /
JeB, /By /U = iEInl/ﬂ jer By/Y

(i1 existe une isométrie canonique triviale entre les deux espaces).

I1 est intéressant de remarquer gqu'un ultraproduit de quotients (non
trivial) est toujours un quotient fort c'est-a-dire un quotient dans le-
quel 11 existe un élément de chaque classe d'équivalence ayant meme normr
que sa classe).

Définition 5

a) Deux espaces de Banach B et C sont dits A-isomorphes s'il existe un

s (e,

isomorphisme I : B = (* btel que

h) £i C est une classe de Banach stable par 1-ométrie, on note CK la

classe des Banach tels qu'il existe B € &, C et B ¢tant A-isomorphes.

Théoreme 5 ¢ Si ¢ est stable par sous-espace, ultraproduit, isométrie.

-~

C, a le=s menmes propridiés et admet donc une caractérisation par des
formules TN du type de celles introduites au théoreme 3.
/

Démenstration :  Soit Ti : Bi - C1 un A-isomorphisme pour tout i€l.

s Mg g 1T
jer T/¥ de JogB /U = oq

] B . ( : . - m
L'application Ci/ﬂ définie par (Xi)iGI (lxl)jEI

est encore un A-isomorphisme. Si CiE C pour tout i € I, il en est de meme

de TT ¢ 'Y d'ou le résultat.
161 1

Définition 6 : Soit B et (" deux espaces de Banach. On appelle p-=ommc
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de B et C et 1'on note (B & C)p l'espace B + C muni‘de la norme définie
] 3 1
par [+l (ggoy = (el + P /Ps (osp<e).
p

Une classe C est dite stable par p-somme si B,C €C implique (B & C)p €C.

Théoreme 6 : Les conditions suivantes sont équivalentes pour une classe
C d'espaces de Banach!:

1- C est stable par ultraproduit, p-somme , sous-espace, isométrie.
2- C est caractérisée par un ensemble (I') de conditions du type

(4) ¥x, ...x_ (T oA, . |IP>0) .
! n si,j,ksn 030K

Exemples :
- La classe SLP des sous-LP, 1 < p <*® est stable

par ultraproduit, sous-espace, isométrie, p-somme, (nous donnerons
plus loin la démonstration). De plus c'est la plus petite classe
contenant R et stable par ultraproduit. (Pour le vérifier on remarquera
que cettg.classe ¢ (R) doit contenir 12 pour tout n € N et que

Lp[(0,1).dx] c Tr 1E/m, enfin que si Cb(B) est la plus petite classe
: n€ N

contenant P stable par p-somme Cb(Lp((O,T),dx)) = Lp' Cette remarque

sera fréquemment utilisée par la suite. On déduit de cette remarque que

Proposition 7 :

a) La classe SLp est caractérisée par toutes les formules du type (4)
qui sont vraies sur R.

b) De maniere générale la plus petite classe contenant un espace B et
stable par p-somme, isométrie,sous-espace et ultraproduit est caracréri-

sée par les formules du type (4) vraies sur B.

- Les cfasses ASLP et QSLp satisfont aussi aux conditions du théoreme 6.
Remarquons qu'a partir de la caractérisation de ces classes on peut
obtenir d'intéressants résultats concernants certaines classes d'opéra-
teurs p-sommant, p-intégraux ([2],[3]). La théorie d3veloppée ici donne

une demonstration unitaire pour sLP, hSLp, QSLp etc... et permet de re-
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trouver de maniere naturelle les résultats de ([1],[2],(3))

Démonstration du théoreme 6 : On peut écrire 1'ensemble I’ des formules

(3) caractérisant C sous la forme

P, 1 si,5,k s nech) (4)

¥x1...¥xn(Hxi + Xj + X

3
ou Cg est un cdne de R" .

Soit DE 1'ensemble des points du cdne effectivement atteints, c'est-a-dire

tels qu'il existe au moins {i:,.. ,E;? C B avec B € C et

(“x. + X. + X

! i
i 3 kJ) < Cn

T <1,3,ksn

Alors DE est un cdne convexe, car si (;;,...,yn) C C, avec C € C. on a

X, +y; € (c e B)p pour 1T < i < n et

i
' P _ | iy ! ap
I Xp H Y Xy Ay X yk” = in g+ xkh + ”yi Yy
‘Si,j’kSn

P P p 1< i, j,ks
donc (in + x5 + xkﬂ + “yi + ¥j * ykﬂ ) € b . i, j,ksn
Soit (K?jk)UEA les formes lindaires définissant tous les plans d'appui
du cOne convexe DE. (t) équivaut donc & 1'ensemble des conditions

, o lw Ip -

¥x1....,¥xn(2 A jg Xy xgam Y=z 0), o€A. cqfd.

1<i, j,ksn

Le théoreme suivant est un cas particulier d'un théoreme général du a
Krivine. Son intér@ét, qui nous semble tres grand, est de donner une dé-
monstration unique pour la caractérisation des classes ASLP, QSLp,

)\QSLp (et d'autres); mais surtout de donner un moyen mécanique simple
pour passer de la caractérisation de la classe SLP & celle des classes
voisines. Plus simple que les techniques "a base d'opérateurs" il montre
surtout que contrairement a certaines idées, il n'y a pas une thdéorie

"aux isométries pred et une théorie aux isomorphismes pres.
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Théoreme 8 : Soit E un ensemble, C une classe d'espaces de Banach stable
par p-somme, isométrie, sous-espaces, ultraproduit. Soit A un ensemble

d'indices et une application

A - RXxRxU, R"xP
n=1

04
o (ma M, (A )

; S

i=1l...n
(o)’

ou > est l'ensemble des parties finies de E. Enfin a chaque élément

a € E on associe une variable X -

Les conditions suivantes sont alors équivalentes

1- 11 existe ¢ : E = C, ol C € C telle que

nla a 04
m o< | a7 ¢(ai)Hs M

i=1
a € A.
2- Pour toute formule du type !
n I’l(OL) o4 04 I](C() o o -
z ool A x¥|P=2xs o |z A%x%| (AcA, A fini, o o' €W
en ¥ oi=r PR awch % =1 M1 0 ° e
« o 0

pour tout o« € A) qui est vraie dans tout C € G'(xg est la variable qui

s L0 .« a ” :
correspond a a; donc si a;, = ag, X et x? sont les mémes variahles) on

a

= Py M 2 Z o' M.
aEAO « aEAO « «

Théoreme 9 : La classe A SLP est caractérisée par l'ensemble des condi-

tions du type

¥x,...¥x_ [AZ 0. . Ix. +x. + x, ||P =2 % G:Hx IP7.
1 n 1<i, j,k=n i,j,k i J k 1<1<n 1"71 )
+ L.
pi,j,k’dl € R sont tels que la condition

¥, ...%x_ [T

’ .+xk|p2 z dllxllp] soit vraie sur I
1<i, j,ksn

0. |x.+x
i j,k'"1 7 1<l<n
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Démonstravion : Pour que E € A-SLP, il faut et il suffit qu'il existe
CeCetg : E—-C telle que

lall = 1l o(a)ll = rllall

et
¥a ¥b ¥c¢  |lo(a) +o0(b) + o(c) <A la+b + ¢ |

car cette derniere condition implique la lindarité de o.

Considérons alors les conditions du type

= (pg”x?-+xz + Xg i“)+ Yy HXZHP)

o €A - '
0

-2 N (p& Hx?4—x3+~x§ Hp4-6& Hxi “p)
QEAO

qui sont vraies sur L. Vu leur forme, il suffit de considérer celles
qui sont vraies sur R (elles constituent en effet le méme ensemble de
formules d'apres une remarque faite avant la proposition 7). Pour les

o ~ a .o o o
termes (a14-32 + ag) on a Ma = XHal-Hb + ag J,ma=0, pour les termes

az on a m = HaZH et M= A Hai”, d'ou le théoreme en notant maintenant
{ 1 1'ense {x% «
(g ex ) 1'ensemble UXh v Xy aEAU}«

Théoreme 10 : La classe A-QSLY est caractérisée par 1'ensemble des

conditions du type

n , 11 ln . ,
¥x ,...%x (Az |Ix. P =2 ¢ s ad x, e
1 n . 1 R R 1 1
1—-] J:] 1:]
oii (ad) i=1...n sont les matrices réelles telles que la condition
! y=1.. n
n n n .
¥x,...¥x (T ]x.lp 2z | = ad x.|P
1 n ‘I=1'"1 J=1" ¢ "1 1

solit vraie sur M.
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Démonstration : Soit A = 1. D'apres la remarque faite plus haut, il

suffit de caractériser les quotients forts de SLP.

Soit E un Banach, c'est un quotient de SLP s'il existe 0,C tels que

9 : E~C, ¢ € sLP

avec  1- |lo(a)] = |lal

I

ln n
2"‘ “¥=1 }‘i q)(ai) ||ZH§‘=1 }\iai

Les conditions a étudier sont donc celles du type

n
z paH s Af x? Hp +

P =z
aEAO i=t ! «

et a _af|p
gen %1 I, e Pa h3 a5 =l
I N L

aGAO a,l 1

qui sont vraies sur SLp; donc comme précédemment il suffit d'étudier
celles qui sont vraies sur R, d'ou le résultat moyennant des modifica-
tions élémentaires et un changement de notations. On passe ensuite du
cas A = 1 au cas A quelconque par la méme démonstration que celle du
théoreme 9.

(Remarque : on vérifiera sans peine que si Ma n'intervient pas, c'est
a-dire peut-8tre pris arbitrairement grand, on peut supprimer le terme

correspondant a M dans le théoreme 8.)
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